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DEUX REMARQUES SUR L’ESPACE
D’INTERPOLATION
DAHER MOHAMMAD
Abstract. Dans ce travail, on montre que (M(T), c0(Z))θ = (L
1, c0(Z))θ,
0 < θ < 1. Dans la suite on montre pour le couple d’interpolation
(C0, C1) trouve´ par Garling-Smith qu’il existe un isomorphisme
Uθ : (C0, C0 + C1)θ,p → (C1, C0 + C1)θ,p (resp. Uθ : (C0, C0 +
C1)θ → (C1, C0 + C1)θ) tel que sa restriction a` Cθ,p (resp. a` Cθ)
est un isomorphisme : Cθ,p → C1−θ,p (resp. Cθ → C1−θ).
Abstract. In this work we show that (M(T), c0(Z))θ = (L
1, c0(Z))θ ,
0 < θ < 1. In the following we show for the interpolation cou-
ple found by Garling-Smith that there exists an isomorphism Uθ :
(C0, C0 + C1)θ,p → (C1, C0 + C1)θ,p (resp. Uθ : (C0, C0 + C1)θ →
(C1, C0 + C1)θ) such that its restriction to Cθ,p (resp. a` Cθ) is an
isomorphism : Cθ,p → C1−θ,p (resp. Cθ → C1−θ)
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Mots
cle´s: Interpolation des espaces hp et Lp
Introduction
De´sigons par M(T) l’espace des mesure sur T. Pour µ ∈ M(T) et
t ∈ T on de´finit µt par 〈f, µt〉 = 〈ft, µ〉 , f ∈ C(T), ici ft(y) = f(y− t),
y ∈ T.
Rappelons qu’il existe une suite (Kn)n≥0 borne´e dans L
1(T) telle que,
pour pour tout Banach X et toute f ∈ C(T, X), (f ∗Kn)n≥0 converge
vers f dans C(T, X).
De´signons par E l’espace des mesures µ de´finies sur T a` valeurs
complexes telle que µ̂(n)→ 0 quand |n| → +∞.
Pour les de´finitions des espaces d’interpolation Aθ, Aθ,p nous re´fe´rons
a` [Ber-Lof].
Pour tout θ ∈ ]0, 1[ notonsXθ = (L
1(T), c0(Z))θ, Yθ = (M(T), ℓ
∞(Z))θ
et Zθ = (E, c0(Z))θ .
Soient B0 = L
1(T), B0 = ĉ0(Z) l’espace des transforme´es de Fourier
de L1(T), muni de la norme de c0(Z). D’apre`s [Blas-Xu], Xθ contient
c0 isomorphiquement.
Proposition 0.1. Pour tout θ ∈ ]0, 1[ on a Xθ = Zθ isome´triquement.
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Conside´rons µ ∈ E et t ∈ T. Comme µ ∈ Yθ, µt ∈ Yθ. Montrons que
l’application U : t ∈ T → µt ∈ Yθ est continue. Soit ε > 0. Il existe
n0 ∈ N tel que si |n| ≥ n0, |µ̂(n)| < ε/2.
Remarquons que µ̂t(n) = e
int µ̂(n), n ∈ Z, t ∈ T, donc pour tout
t, t′ ∈ T
sup
n∈Z
|µ̂t(n)− µ̂t′(n)| = sup
n∈Z
|µ̂(n)|
∣∣∣eint − eint′∣∣∣
= max( sup
|n|<n0
|µ̂(n)|
∣∣∣eint − eint′∣∣∣ , sup
|n|≥n0
|µ̂(n)|
∣∣∣eint − eint′∣∣∣)
≤ max( sup
|n|<n0
|µ̂(n)|
∣∣∣eint − eint′∣∣∣ , ε). (0.1)
Il en re´sulte que l’application t ∈ T → (µ̂t(n))n∈Z ∈ c0(Z) est con-
tinue.
D’autre part, d’apre`s (0.1) ‖µt − µt′‖Zθ ≤ Cθ ‖µt − µt′‖
1−θ
M(T) (supn∈Z |µ̂t(n)− µ̂t′(n)|)
θ
(Cθ est une constante). D’apre`s ce qui pre´ce`de l’application U est con-
tinue. Par conse´quent Km ∗U(0)→m→+∞ µ dans Y. Comme pour tout
m, Km ∗ U(0) ∈ L
1(T) ⊂ Xθ et Xθ est un spus-espace isome´trique de
Yθ d’apre`s [Da1, Lemme 3.8], alors µ ∈ Xθ.
The´ore`me 0.2. [Gar-Smi, th.2]Il existe un couple d’interpolation (C0, C1)
tel que Cj est isomorphe a` ℓ
1, j = 0, 1 et (C0, C1)θ, (C0, C1)θ,p contien-
nent c0 isomorphiquement, pour tout θ ∈ ]0, 1[ et tout p ∈ [1,+∞[ .
The´ore`me 0.3. Il existe un isomorphisme Uθ : (C0, C0 + C1)θ,p →
(C1, C0 + C1)θ,p (resp. Uθ : (C0, C0 + C1)θ → (C1, C0 + C1)θ) tel que
sa restriction a` Cθ,p (resp. a` Cθ) est un isomorphisme : Cθ,p → C1−θ,p
(resp. Cθ → C1−θ).
De´monstration.
Montrons que (C0, C0 + C1)θ,p est isomorphe a` (C1, C0 + C1)θ,p.
L’ensemble des e´le´ments dans c0 sous la forme (±1,±1, ...,±1, 0, 0, 0, ...)
est de´nombrable. Conside´rons (rn)n≥1 une nume´ration de cet ensemble.
Notons εn = (1 + ‖rn‖ℓ1)
−n, n ≥ 1.
D’apre`s [Gar-Smi, th.2]
C0 =
{
(
∑
n
(anen + bnrn),
∑
n
εnbnen,
∑
n
cnen); (an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 ∈ ℓ
1
}
,
(0.2)
C1 =
{
(
∑
n
(anen + cnrn),
∑
n
bnen,
∑
n
εncnen); (an)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 ∈ ℓ
1
}
.
(0.3)
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Soit U0 : C0 → C1, l’isomorphisme de´finie par U0(x) = (
∑
n
(anen +
bnrn),
∑
n
cnen,
∑
n
εnbnen), x = (
∑
n
(anen+bnrn),
∑
n
εnbnen,
∑
n
cnen) ∈
C0.
Soit d’autre part, U1 : C0 + C1 → C0 + C1 de´finie par U1(x + y) =
U0(x) + (U0)
−1(y), x ∈ C0, y ∈ C1. Montrons que U1 est une applica-
tionet et injective. Pour cela; soient x = (
∑
n
(anen+bnrn),
∑
n
εnbnen,
∑
n
cnen, ), u =
(
∑
n
(a′nen+b
′
nrn),
∑
n
εnb
′
nen,
∑
n
c′nen) ∈ C0, y = (
∑
n
(αnen+γnrn),
∑
n
βnen,
∑
n
εnγnen), v =
(
∑
n
(α′nen+γ
′
nrn),
∑
n
β ′nen,
∑
n
εnγ
′
nen) ∈ C1. Remarquons que x+y =
u+ v signifie que
(
∑
n
[(an + αn)en + (bn + γn)rn] ,
∑
n
(εnbn + βn)en,
∑
n
(cn + εnγn)en)
= (
∑
n
[(a′n + α
′
n)en + (b
′
n + γ
′
nrn)] ,
∑
n
(εnb
′
n + β
′
n)en,
∑
n
(c′n + εnγ
′
n)en).
Il en re´sulte que∑
n
[(an + αn)en + (bn + γnrn)] =
∑
n
[(a′n + α
′
n)en + (b
′
n + γ
′
nrn)] ,∑
n
(εnbn + βn)en =
∑
n
(εnb
′
n + β
′
n)en, (0.4)∑
n
(cn + εnγn)en =
∑
n
(c′n + εnγ
′
n)en.
D’autre part, (U0)
−1(y) = (
∑
n
(αnen + γnrn),
∑
εn
n
γnen,
∑
n
βnen),
(U0)
−1(v) = (
∑
n
(α′nen + γ
′
nrn),
∑
εn
n
γ′nen,
∑
n
β′nen), donc
U0(x) + (U0)
−1(y)
= (
∑
n
[an + αn)en + (bn + γn)rn] ,
∑
n
(cn + εnγn)en,
∑
n
(εnbn + βn)en),
U0(u) + (U0)
−1(v) (0.5)
= (
∑
n
[a′n + α
′
n)en + (b
′
n + γ
′
n)rn] ,
∑
n
(c′n + εnγ
′
n)en,
∑
n
(εnb
′
n + β
′
n)en).
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Il est clair d’apre`s (0.4) et (0.5) que U0(x) + (U0)
−1(y) = U(u) +
(U0)
−1(v) si et seulement si x + y = u + v, c’est-a`-dire que U0 est une
application et injective.
Comme U0 : C0 → C1, U1 : C0 + C1 → C0 + C1 sont isomorphismes,
d’apre`s [Ber-Lof, th.3.1.2] Uθ : (C0, C0 + C1)θ,p → (C1, C1 + C0)θ,p est
un isomrphisme.
Remarquons que la restriction de U1 a` C1 est un isomorphisme :
C1 → C0, par conse´quent la restriction de Uθ a` Cθ,p est un isomorphisme
: Cθ,p → (C1, C0)θ,p = (C1, C0)1−θ,p.
Par un argument analogue on montre que Uθ : (C0, C0 + C1)θ →
(C1, C0 + C1)θ est un isomorphisme et la restriction de Uθ a` Cθ est un
isomorphisme : Cθ → C1−θ.
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